
  

Con Ong Gi� i Toán  

                                                                                 GS Nguy� n Xuân Vinh  

          Trong �� i ng�� i, � ôi khi có nh� ng có nh� ng k�  ni� m g� p g� , hay 
nh� ng hình 	 nh ta nhìn th
 y m� t l� n mà sau này khó quên vì � ã nh�  ��
 c 
kh� c trong tâm kh	 m. M� t s�  vi� c nh�  th�  � ã �� n v� i tôi khi l� n �� u tiên 
��
 c �� c bài vi� t ‘‘Con Ong Gi� i Toán’’ c� a giáo s�  Hoàng Xuân Hãn 
�� ng trên báo Khoa H� c s�  tháng Ba, n� m 1942. Ðây là t�  báo �� u tiên vi� t 
b� ng ti� ng Vi� t v�  nh� ng v
 n ��  khoa h� c theo � úng ý ngh�a c� a hai ch�  
này d� u r� ng tr�� c � ó � ã có t�  báo c� a ông Nguy� n Công Ti� u th�� ng hay 
trình b� y nh� ng tin t� c khoa h� c có tính cách d� k� . D� o 
 y tôi v� a h� c xong 
ti� u h� c   H	 i Phòng và � ang vào d�p hè tr�� c khi thi vào tr�� ng Trung H� c 
Ð!  H� u V�   Hà N� i. Ð�
 c thì gi�  r	 nh, tôi �� n giúp vi� c tình nguy� n cho 
m� t ng�� i quen c� a gia � ình, có m� t hi� u � óng sách m"  thu#t (ti� ng Pháp 
g� i là ‘‘Reliure d’Art’’)   g� n nhà. Ngoài vi� c h� c thêm ��
 c m� t th�  công 
ngh�  có ích l
 i tôi còn có d�p ��
 c �� c nh� ng sách, ph� n l� n là do nh� ng 
ki� u dân Pháp gi� u có mang l� i, lo� i sách qúy ��  � óng bìa c� ng, gáy da, m�  
ch�  vàng. M� t l� n tôi ��
 c chia vi� c khâu ch$ cho t#p báo Khoa H� c, n%a 
n� m �� u tiên, c� a m� t k"  s�  Vi� t Nam mang l� i. Bài vi� t c� a giáo s�  Hoàng 
Xuân Hãn v� i hình v& m� t � ng t'  ong m#t � ã làm tôi chú ý và �� c nhi� u l� n. 
Trong khi khâu m
 y s�  �� u tiên c� a nguy� t san tr�� c khi � óng bìa c� ng, tôi 
c( ng ��
 c �� c, trong s�  �� u tiên ra vào tháng Giêng n� m 1942, bài vi� t c� a 
giáo s�  Hãn v�  Toán H� c, ��
 c coi nh�  là m� t khoa l� n trong khoa h� c. Bài 
vi� t tuy ng� n nh� ng c( ng � ã ch$ ��� ng cho tôi bi� t r� ng toán h� c không ph	 i 
ch$ là b� n phép tính c� n b	 n và nh� ng bài toán ��  tôi th�� ng gi	 i m� t cách 
nhanh chóng   nh� ng l� p Nhì và l� p Nh
 t b#c ti� u h� c ��  ��
 c các th� y và 
b� n khen là h� c sinh gi) i toán. C� n b	 n c� a toán h� c d� a vào lu#n lý ��  suy 
tính t�  � i� u d�  ra � i� u khó, và nh� ng �� nh lý toán h� c m� t khi � ã ��
 c tìm 
ra, và ch� ng minh c� n k&, s& ��
 c coi là nh� ng chân lý, không c� n ph	 i 
dùng thí nghi� m ��  ki� m nghi� m l� i nh�  �� i v� i nh� ng �� nh lu#t ��
 c phát 
bi� u trong nh� ng môn khoa h� c khác nh�  v#t lý và hoá h� c. C( ng vì v#y mà 
toán h� c chính là m� t d� ng c� a tri� t h� c và ��
 c coi nh�  là ông Hoàng c� a 
các môn khoa h� c.  

  



          Bài vi� t tôi � ã �� c nói v�  b� y ong m#t là nh� ng ki� n trúc s�  gi) i toán 
vì � ã bi� t xây t'  theo hình l� ng tr*  sáu góc và n� i nh� ng � áy l� i theo ba hình 
thoi, sao cho có th�  ch� a ��
 c m� t kh� i l �
 ng m#t cho s+n mà không t� n 
phí v#t li � u là sáp ong. C( ng nh�  nhi� u khoa h� c gia � ã nh#n xét v�  thiên 
tính toán h� c trong s�  tr'  bông c� a nh� ng hoa h�� ng d�, ng, nh� ng hình 
ng(  giác trong nh� ng trái kh�  và nh� ng sao bi� n, nh� ng hình l*c l� ng trên 
nh� ng qu	  d� a và trên mai rùa và nh� ng ��� ng so� n � c trên nh� ng v)  sò, 
nhi� u nhà v#t lý và côn trùng, th	 o v#t h� c � ã chú ý �� n hi� n t�
 ng xây t'  
c� a loài ong và gi	 i thích k"  càng � i� u này t�  �� u th�  k�  18. Theo nh� ng tài 
li � u tôi có ��
 c trong th�  vi� n c� a �� i h� c Michigan, tôi vi� t l� i bài này và 
��  t� ng nh�  m� t v� ti� n b� i � ã m  ��� ng cho vi� c d#y và làm kh	 o c� u 
toán h� c b� ng ti� ng n�� c nhà, tôi gi�  nguyên �� u ��  nh�  bài  vi� t c� a giáo 
s�  Hoàng Xuân Hãn cách � ây sáu m�, i n� m khi tôi m� i ch$ là m� t h� c sinh 
v� a xong b#c ti� u h� c.  

  

Bài Toán T�  Ong c� a Réaumur  

          C� m tay ��  quan sát m� t t'  m#t ong ta th
 y có hai m� t g- m hai l� p 
hình l� ng tr*  sáu c� nh �� u n� m sát nhau . .  m! i m� t bên, l� i cho m#t vào là 
nh� ng hình l*c l� ng �� u. Nh� ng � áy giáp nhau l� i không theo m� t ph/ ng 
(Hình 1)  

  

                                  Hình 1 . T'  ong: m� t vào và � áy 

            Theo Hình 2 ta nh#n th
 y là m� t t'  hình tr*  nào c( ng có m� t � áy làm 
b� ng ba hình thoi b� ng nhau nh�  SARB, SBPC và SCQA  cùng có m� t �$nh 
chung là S. Nh�  v#y m! i t'  c� a m� t m� t l� i có � áy d� a vào ba t'  khác c� a 
m� t bên kia, m! i t'  này l� i có chung m� t m� t hình thoi v� i t'  tr�� c. S�  ki� n 
trúc �� c bi� t này c� a nh� ng t'  ong m#t � ã làm nhi� u khoa h� c gia   �� u th�  



k�  18 chú ý t� i và �� c bi� t là nhà v#t lý h� c ng�� i Pháp là ông Réaumur 
(1683-1757) và toán gia ng�� i Anh là ông Mac-Laurin (1698-1746).  

 
 

Hình 2. N� i ti � p các � áy.  

            Tr�� c � ó � ã có ông Maraldi , là cháu c� a nhà thiên v� n h� c n' i ti � ng 
Cassini - ng�� i � ã dùng kính   � ài thiên v� n Paris �� nh ra nh� ng phân chia   
vành c� a Th'  Tinh - ông cháu này thay vì ng� m sao trên tr� i nh�  ng�� i chú 
thông thái, l� i t�  m�  quan sát côn trùng   m� t �
 t, và khi � o kích th�� c m! i 
� ng t'  ong thì th
 y r� ng hình thoi   � áy có góc l� n � o ��
 c 1090 28’, và góc 
nh)  h, n � o ��
 c 700 32’ . V�  kích th�� c c��  hình l� ng tr*  thì m! i c� nh c� a 
hình l*c l� ng �� u � o ��
 c 2,71 ly, chi� u sâu c� a � ng là 11,3 ly. Nh� ng � i� u 
này ��� c công b�  vào n� m 1712 . Sau cùng thì t�  s�  c� a c� nh dài c� a hình 
thang   m� t bên là Aa chia cho c� nh ar c� a hình l*c l� ng �� u là Aa/ar = 25/6 
. Nh� ng kích th�� c này không thay �' i v� i �� a d�  và th� i ti � t vì l
 y t'  ong   
mi� n nào và mùa nào � o c( ng ��
 c nh�  v#y.  Ði� u này làm cho ông 
Réaumur ngh� r� ng loài ong � ã ��
 c linh c	 m h�� ng d0n khi xây t'  v� i ý 
ni� m dùng l� i ki� n trúc nào cho ��  t� n sáp ong và ông � ã ��  ngh� v� i nhà 
toán h� c ng�� i Th*y S� là ông Koenig dùng toán pháp ��  gi	 i bài toán sau 
� ây :  

            Làm m� t cái mái cho m� t hình l� ng tr�  sáu c� nh �� u b� ng ba hình 
thoi b� ng nhau sao cho gi	  nguyên �
� c m� t th�  tích cho s
 n và có �
� c 
di� n tích bao quanh t� i thi � u .  

            Bài toán ��
 c th�  h�  sau bi� t t� i nh�  là ‘‘Bài Toán T�  Ong c� a 
Réaumur’’. Nhà toán h� c Koenig � ã dùng phép tính vi phân ��  gi	 i bài toán 
và tìm ��
 c ra r� ng nh� ng góc c� a hình thoi ph	 i là 1090 26’ và 700  34’ 



(1739). Nh�  v#y ch� ng t)  r� ng k� t qu	  � o l�� ng c� a Maraldi th#t khá chính 
xác. Nh� ng � i� u tuy� t di� u h, n n� a là vào n� m 1743 ông Mac Laurin , là 
m� t nhà toán h� c ng�� i Anh, l� i tìm ra ��
 c r� ng ông Koenig � ã tính sai 
m� t chút và nh� ng góc trong hình thoi � ích th� c là 1090 28’ và 700 32’ nh�  
Maraldi � ã � o ��
 c. Bài toán t'  ong m#t sau này l� i ��
 c nhi� u toán gia 
khác nghiên c� u b� ng hình h� c ��  công nh#n và b'  túc thêm nh� ng k� t qu	  
nói trên và, trong nh� ng công trình nghiên c� u �� c bi� t, ph	 i k�  �� n nh� ng 
bài vi� t c� a Lhuillier (1781), Lalanne (1840), Brougham (1858), và 
Hennessy (1885-1886). D�  âm c� a bài toán còn v�, ng l� i cho �� n cu� i th�  
k�  19 m� i h� t .   

Tính ch� t hình h� c c� a t�  ong m� t  

          Vào th�  k�  18, phép tính vi phân do nh� ng toán gia Newton (1642-
1727) và  Leibniz (1646-1716) �� u tiên t� o d� ng ra � ã ��
 c hoàn ch$nh nên 
bài toán t'  ong m#t có th�  dùng phép tính này ��  tìm l� i gi	 i m� t cách d�  
dàng. Ð�  d0n gi	 i m� t cách ph'  thông h, n tôi s& dùng ph�, ng pháp hình 
h� c vì nhi� u hi� n t�
 ng thiên nhiên trong �� i s� ng c� a chim muông và côn 
trùng cho ta th
 y r� ng v� n v#t hay d� a vào hình th�  ��  t� o � i� u ki� n thích 
� ng cho s�  sinh t- n c� a nòi gi� ng . Ta th% � i tìm câu tr	  l� i xem có ph	 i 
ch� ng là loài ong m#t � ã dùng ba mái hình thoi ��  ki� n t� o t'  ong v� i s�  v#t 
li � u t� i thi� u là sáp ong.   

M� t vào c� a t�  ong : 

Ta � ã bi� t là m� t vào c� a t'  ong là nh� ng hình l*c l� ng �� u x� p c� nh 
nhau . S  d� loài ong ch� n hình th�  này là vì mu� n x� p nh� ng hình �� u c� nh 
nhau trong m� t ph/ ng mà không ��  k& h , nh�  khi lát nh� ng viên g� ch hoa, 
thì ta ch$ có th�  dùng hình tam giác �� u, hình vuông và hình l*c l� ng �� u 
nh�  trên Hình 3 mà thôi. Trong ba hình này, n� u cùng có m� t chu vi cho m! i 
hình, thì hình l*c l� ng �� u có di� n tích l� n nh
 t. Ch� ng minh � i� u này c( ng 
d�  dàng vì ch$ c� n s�  hi� u bi� t s,  khai v�  hình h� c mà thôi . 

                                                                                                     



 

                                                         Hình 3  

            Th�  nh
 t, n� u ta cho m� t hình nhi� u c� nh b
 t k�  nào trong m� t 
ph/ ng, và g� i n là s�  c� nh, thì ta c( ng có th�  b� t �� u t�  m� t �$nh b
 t k�  và 
g� ch nh� ng ��� ng chéo ��  chia hình nhi� u c� nh ra làm (n-2) hình tam giác. 
   

  

Hình 4  

Nh�  trên Hình 4 cho th
 y là ta � ã chia m� t hình 7 c� nh ra làm 5 hình tam 
giác. M� t khác, ta c( ng bi� t là t' ng s�  nh� ng góc c� a m� t hình tam giác b
 t 
k�  nào bao gi�  c( ng b� ng 2 góc vuông. Nh�  v#y ta suy ra ��
 c r� ng cho 
m� t hình nhi� u c� nh b
 t k�  nào, n� u n là s�  c� nh thì t' ng s�  nh� ng góc c� ng 
l� i bao gi�  c( ng là  2(n-2) góc vuông . Trong tr�� ng h
 p m� t hình nhi� u 
c� nh �� u, n� u n là s�  c� nh, và c( ng là s�  góc, thì sau khi chia ra ta th
 y m! i 
góc � o ��
 c b� ng  2(n-2)/n góc vuông . Nay mu� n x� p nh� ng hình �� u này 
c� nh nhau nh�  x� p g� ch hoa   trên Hình 3 mà không có k& h  thì cùng 
chung m� t �$nh, nh� ng góc c� ng l� i ph	 i b� ng 4 góc vuông. G� i k là s�  
nh� ng g� ch cùng chung m� t �$nh thì ta ph	 i có   

2k(n-2)/n  =  4 

  



Làm d	 n d� và vi� t b� ng cách khác thì ta có   

                                          k  =  2  +   4/ (n-2)  

N� u l
 y n là s�  nguyên và cho k c( ng là s�  nguyên thì ta ch$ có nh� ng gi	 i 
� áp sau � ây là thích h
 p   

                           n  =  3 ,  k = 6  là hình l*c l� ng �� u  

                           n  =  4 ,  k = 4  là hình vuông 

                           n  =  6 ,  k = 3  là hình tam giác �� u .   

Gi�  n� u g� i a là c� nh c� a m! i hình �� u nói trên và Sk v� i k = 3,4,6 là nh� ng 
di� n tích thì ta có                                      

                                      S3    =    a2  13 /4       (Hình tam giác �� u) 

                                      S4    =    a2               (Hình vuông) 

                                       S6    =    3 a2  13 /2     (Hình l*c l� ng �� u)  

Gi�  n� u c	  ba hình �� u có chung m� t chu vi g� i là c thì ta có a = c/3 cho 
hình tam giác �� u, a = c/4 cho hình vuông và a = c/6 cho hình l*c l� ng �� u. 
Nh�  v#y, tính theo chu vi thì  ta s& có   

           S3   =   c2  13 /36   ,  S4   =  c 2 /16    ,  S6   =   c2  1 3 /24 .  

L
 õy t�  s�  thì ta ��
 c  S6  =  1,5 S3   và  S6  =  (2 / 13) S4  =  1,1547 S4  . 

Cùng có m� t chu vi thì di� n tích hình l*c l� ng �� u l� n g
 p r�� i di� n tích 
hình tam giác �� u và c( ng l� n h, n di� n tích hình vuông. Ta có th�  làm 
ng�
 c l� i bài tính ��  th
 y r� ng n� u g� i  ck  ,v� i k = 3,4,6 , là chu vi thì tính 
theo di� n tích S là di� n tích chung, ta s& có   

               c3 
2  = 12  13  S  ,   c4 

2  =  16 S     ,   c6 
2  =  8  13  S  

L
 y t�  s�  thì ta ��
 c  c6  =  1 (2/3) c3   =  0,8165 c3  và   c6  =  0,9306 c4  

Cùng có m� t di� n tích thì chu vi c� a hình l*c l� ng �� u có tr� s�  nh)  nh
 t và 
t
 t nhiên khi ki� n t� o nh� ng � ng l� ng tr*  v� i các ti� t di� n này thì hình l� ng 
tr*  có sáu c� nh ��  t� n v#t li � u nh
 t. 



            Sau cùng ta c( ng nên ��  ý r� ng t'  ong không ph	 i ch$ ��  ch� a m#t 
mà thôi mà l� i còn là n, i ong �� t tr� ng n� a. Theo nh�  Hình 5, l
 y ti� t di� n 
tr� ng là hình tròn có bán kính là r và �� t v� a khít vào nh� ng hình tam giác 
�� u, hình vuông và hình l*c l� ng �� u thì ta có nh� ng công th� c ��  tính chu 
vi c� a ba hình này   

      c3  =  6 1 3  r  =  10,392 r    ,  c4   =  8 r   ,  c 6  =  4 13  r  =  6,928 r   

  

Hình 5  

Gi� a ba hình �� u có th�  dùng ��  xây t'  thì n� u ��  cho v� a l� t m� t � ng tròn 
có bán kính là r , thì hình l*c l� ng có chu vi nh)  nh
 t.  

            Sau khi cùng v� i ong m#t l� a ch� n xong hình l*c l� ng �� u cho ti� t 
di� n � ng m#t, ta th% xét xem mái che ph	 i ki� n trúc ra sao ��  cho di� n tích 
bao quanh ph	 i có di� n tích nh)  nh
 t .   

Mái hình thoi c� a t�  ong  

          B� y ong m#t � ã khôn ngoan dùng hai l� p t'  có chung m� t � áy và nh�  
v#y ��  t� n m� t l� p � áy. M� t khác, � áy l� i không là m� t hình l*c l� ng �� u 
b� ng ph/ ng mà l� i ��
 c thay b� ng ba hình thoi b� ng nhau cùng có chung 
m� t �$nh S trông nh�  mái nghiêng c� a  hình l� ng tr*  sáu c� nh �� u bi� u di� n 
trên Hình 6 .   



  

Hình 6  

          Ð�  b� t �� u , ta thí d*  r� ng con ong ch� a xây nh� ng mái hình thoi 
SARB , SBPC và SCQA nh� ng dùng hình l*c l� ng �� u  AR’BP’CQ’ ch� y 
qua nh� ng � i� m A, B và C ��  làm mái ph/ ng nh�  trên hình v& . G� i O là 
tâm c� a hình l*c l� ng này. Trên tr*c c� a hình tr* , ch� y qua O, con ong ch� n 
m� t � i� m S ��  làm �$nh mái và ki� n trúc m� t ph/ ng SAB c� t c� nh R’r c� a 
hình tr*  t� i � i� m R. Vì tính ch
 t �� i x� ng c� a hình l� ng tr*  �� u, SARB s& là 
m� t trong ba mái hình thoi, phân ph� i �� u chung quanh tr*c c� a hình tr* , và 
ta ch$ c� n phân tách m� t trong ba m� t là ��  � i �� n k� t lu#n. G� i x là chi� u 
cao OS c� a mái. Chi� u cao này c( ng b� ng � o� n RR’ . Ta �� t 2e là c� nh c� a 
hình l*c l� ng �� u c� a chi� c mái ph/ ng và nh#n ra r� ng nh� ng tam giác 
OAR’ và OR’B là nh� ng hình tam giác �� u vì chúng là 1/6 c� a hình l*c l� ng 
�� u . Hai tam giác OAB và R’BA  là hai tam giác cân b� ng nhau . Hai 
��� ng chéo góc c� a mái hình thoi SARB , và hai � u� ng chéo góc c� a hình 
thoi  OAR’B , là hình chi� u th/ ng c� a chi� c mái này, �� u ch� y qua � i� m I là 
tâm � i� m chung c� a chúng. Khi con ong d� ng lên chi� c mái thì nó làm t� ng 
th�  tích c� a t'  ong b� ng hình tháp �$nh là S và � áy là tam giác OAB. Nh� ng 
cùng m� t lúc th�  tích l� i gi	 m � i b� ng hình tháp �$nh là R và � áy là tam giác 
R’BA . Hai th�  tích t� ng và g$	m là nh� ng th�  tích t�, ng ��, ng vì có chi� u 
cao b� ng nhau và � áy b� ng nhau. Vì v#y d� ng mái ki� u này không thay �' i 
th�  tích và ta ch$ c� n tìm hi� u xem, v� i mái ki� u hình thoi, ch
 t li � u sáp làm 
mái gi	 m � i t� i � a là bao nhiêu.  



          Ta g� i  2y là ��� ng chéo SR c� a mái hình thoi. V#y SI = y. M� t khác 
vì OR’B là tam giác �� u c� nh là 2e cho nên OI = e . Dùng �� nh lý 
Pythagoras áp d*ng cho tam giác SOI , vuông góc t� i O ta vi� t � u
 c   

(1)                 y 2   =    x2   +   e2      

Khi d� ng m! i chi� c mái hình thoi con ong b)  � i 1/3 mái ph/ ng hình l*c l� ng 
�� u, là hình thoi OAR’B , v� i di� n tích là   2 e2 1 3  và di� n tích c� a hai hình 
tam giác vuông R’AR và R’BR v� i di� n tích t' ng c� ng là 2 e x  và thay th�  
b� ng di� n tích c� a mái . Vì c� nh AB =   2 e 13 , nên di� n tích c� a mái này 
là   2e y 13 . Tóm l� i n� u � i t�  mái ph/ ng thành mái chéo mà di� n tích gi	 m 
� i , thì hi� u s�  sau � ây là m� t s�  d�, ng   

(2)             H  =  2 e2   1 3    +    2 e x   -   2 e y 1 3    

Trong ph�, ng trình này , c� nh  2 e  là c� nh cho s+n, trong khi � ó nh� ng s�   
x  và  y  là nh� ng 2n s�  . N� u dùng ph�, ng trình (1) ��  kh% 2n s�  y ch/ ng 
h� n thì ta có  

(3)              H  =    2 e2  13    +    2 e x   -  2 e 1 3(e2  +  x2 )   

Hi� u s�  H nay ��
 c coi nh�  là hàm s�  c� a bi� n s�  �� c nh
 t là x. Trong gi	 i 
tích h� c ng�� i ta bi� t r� ng hàm s�  qua m� t c� c �� i, ngh�a là di� n tích mái s& 
gi	 m � i nhi� u nh
 t, khi �� o hàm c� a hàm s�  tri� t tiêu . Làm phép tính thì ta 
s& có   

2 e 3 1   -   13 x / 1(e2  + x2 )  4   =    0  

Nh�  th�  ngh�a là    

          x 2   +    e2     =    3  x2  

Gi	 i cho 2n s�   x  và sau � ó dùng ph�, ng trình (1) ��  tính y thì ta ��
 c  

(4)           x    =    e /  1 2   ,  y   =   e 1 (3/2) 

 Tr  l� i  kích th�� c c� a mái hình thoi, thì nay ta bi� t ��
 c ��� ng chéo SR = 
2 y  = e 1 6 , trong khi � ó ��� ng chéo  AB = 2e 13 = e 112 và nh�  th�  thì 
dài h, n . Góc   �$nh S v� i ��  � o  2 5  là góc tù . Mu� n tính góc này ta tính 
t�  s�   AI/IS , g� i là ��  d� c c� a góc  5 .  Trong phép l�
 ng giác, ��  d� c này 
còn ��
 c g� i là tang c� a góc  5  và  ta vi� t là   



(5)   tan  5   =   AI / IS  = e 1 3 / e 1(3/2) =    1 2  

Khi � ã bi� t tr� s�  c� a  tan 5  thì dùng b	 ng l�
 ng giác, hay  th� i nay dùng 
m� t máy tính c� m tay d	 n d� c( ng cho bi� t ngay ��
 c góc 5 là  5  = 540 
73561... = 54 0 44’ 8’’và nh�  th�  góc tù c� a hình thoi là ASB  = 2 5 = 1090 

28’ 16’’.  Nh� ng góc nh� n   A và   B là nh� ng góc bù c� a góc tù này và 
�� u b� ng  SAR = SBR =  700 31’ 44’’. Nh�  trên � ã vi� t, nh� ng tr� s�  này là 
nh� ng tr� s�  ông Maraldi � ã � o ��
 c g� n � úng vào n� m 1712 .  

          Ði� u c( ng nên nh#n xét là nh� ng m� t bên cu	  m! i � ng t'  ong, nay là 
nh� ng hình thang thay vì là nh� ng hình ch�  nh#t nh�  tr�� c khi con ong làm 
mái nghiêng hình thoi . Xét hình thang AarR thì góc nh� n   A  có tang là  
tan aAR = tan ARR’ = AR’/RR’ = 2e/x = 2 1 2 . Tính ra thì tr� s�  c� a góc 
này c( ng b� ng góc nh� n c� a hình thoi . Nh�  v#y góc   �$nh R c� a hình 
thang c( ng b� ng  góc tù c� a hình thoi .  

          Mu� n ch� ng minh th#t chính xác r� ng hi� u s�  H   trên qua m� t tr� s�  
c� c �� i thì ta c� n ph	 i theo dõi s�  bi� n thiên c� a H theo v� i bi� n s�  x , lúc 
m� i �� u t� ng r- i sau khi �� o hàm tri� t tiêu l� i gi	 m thì m� i th� c s�  k� t lu#n 
��
 c .    

          Mu� n xem con ong � ã gi	 m thi� u ��
 c bao nhiêu ch
 t li � u khi xây t' , 
ta tr  l� i ph�, ng trình (2) , v� i nh� ng k� t qu	  cho x và y � ã tìm th
 y, thì tìm 
ra ��
 c r� ng t�  s�  di� n tích mái hình thoi chia cho t' ng s�  nh� ng di� n tích 
mà chi� c mái này thay th�  có tr� s�  b� ng  3/(1 6 + 1) = 0,869694 . Nh�  th�  
nghiã là ch
 t sáp ��  xây mái gi	 m � i ��
 c 13% .   

Phép gi	 i không dùng 
� o hàm  

            L� i gi	 i   trên khi tìm tr� s�  c� c �� i cu	  hàm s�  H cho b i ph�, ng 
trình (3) � ã dùng �� n �� o hàm trong phép tính vi phân. Ðó c( ng là ph�, ng 
pháp dùng trong bài vi� t c� a giáo s�  Hoàng Xuân Hãn. Tuy ngày nay h� c 
sinh trung h� c � ã ��
 c d#y phép tính này   nh� ng n� m cu� i, nh� ng ta c( ng 
có th�  tìm l� i gi	 i theo l� i tính tr� c ti� p nh�  sau . Tr�� c h� t vi� t l� i ph�, ng 
trình (2) nh�  là   

(6)               H  =  2 e2   13  -   2 e (y 1 3 -  x )  

Nay mu� n cho hi� u s�  H c� a nh� ng di� n tích th#t l� n thì l�
 ng trong nh� ng 
d
 u ngo� c ph	 i th#t nh)  . Vì v#y ta tìm tr� s�  nh)  nh
 t c� a  



  

(7)              u   =   y 1 3   - x   

Lãy bình ph�, ng c� a l�
 ng này và dùng h�  th� c (1) ��  làm d	 n d� thì có  

                 u2 =  3 y2 +  x 2 -  2 x y 1 3    

                      =  y 2 + 2(x2  +  e2 ) +  x 2 -  2 x y 1 3  

                       =  2 e2  +  3 x2   +   y2  - 2 x y  1 3   

Vi � t g� n l� i thì ��
 c   

(8)             u2   =    2 e 2  +  (y -   13   x)2  

Vì 2 e2 là m� t  h� ng s�  nên mu� n cho u2   có tr� s�  nh)  nh
 t ta ph	 i ch� n các 
2n s�  x và y trong ph�, ng trình (8) sao cho tr� s�  trong d
 u ngo� c là s�  
không . Nh�  th�  ngh�a là ta ph	 i có  y = 1 3  x. Cùng v� i h�  th� c (1) ta  có 
l� i gi	 i � áp (4)   trên .   

Con ong là toán gia hay là m� t k
  s�  ?  

          Trong nh� ng n� m d#y h� c tôi th�� ng ph	 i vi � t th�  gi� i thi� u cho các 
c� u sinh viên khi h�  � i tìm vi� c làm . Th	 o nh� ng v� n th�  này c( ng là m� t   

công trình vì ph	 i c�  g� ng �� a ra nh� ng khía c� nh �� c s� c c� a ng�� i mình 
gi� i thi� u và tuy r� ng, theo l� i yêu c� u c� a nh� ng c,  quan tuy� n l� a, ph	 i 
nói c	  nh� ng y� u � i� m c� a ng�� i � i xin vi� c nh� ng c( ng nên vi� t sao cho có 
l
 i cho h� c trò c� a mình. V� i con ong, tôi c( ng có nh#n xét t�, ng t�  trên c	  
hai khía c� nh . V� i tính c� n cù , nh0n n� i và bi� t h
 p qu� n c� a loài ong, ta 
ph	 i công nh#n r� ng � ó là nh� ng �� c tính � áng làm g�, ng cho m� i ng�� i . 
Con ong l� i là m� t  th
 ï gi) i , ki� n trúc t'  ong r
 t là �� u �� n và nhanh 
chóng, l� i không phí ph� m v#t li � u, có th�  coi nh�  là m� t  k"  s�  tài gi) i . 
Nh� ng không ph	 i vì v#y  mà ta cho r� ng con ong là m� t  toán gia siêu vi� t 
� ã tính ��
 c ra nh� ng tr� s�  góc t� i � u c� a mái  hình thoi nh�    trên � ây. 
Nói m� t cách khác, ph	 i có m� t s�  khéo léo tuy� t v� i và bén nh#y con ong 
m� i có th�  t� o ra ��
 c m� t  góc hình thoi � o � úng 1090 28’ 16’’��  d� ng 
thành mái . Ta có th�  tin r� ng nó � ã th� c hi� n ��
 c ki� n trúc t� i � u này b� ng 
m� t  cách nào � ó d	 n d� h, n . Mu� n ch� ng t)  � i� u này ta có th�  làm m� t  thí 
nghi� m b� ng cách �� a cho m� t em h� c sinh m� t  s
 i dây � ã ��
 c n� i hai 



�� u l� i v� i nhau, và b	 o em ��  trên m� t bàn và x� p s
 i dây thành m� t hình 
sao cho   bên trong ch� a ��
 c m� t  di� n tích t� i � a. C*  th�  h, n là ta có th�  
�� a cho em h� c sinh m� t bát h� t �#u và b	 o em tìm cách ch� a trong vòng 
dây m� t  s�  h� t t� i � a . Ði� u g� n nh�  có th�  tiên � oán ��
 c là em h� c sinh s& 
tìm ��
 c ra l� i gi	 i là ph	 i x� p s
 i dây thành hình tròn vì ‘‘trong t
 t c	  
nh� ng hình ph/ ng có cùng m� t  chu vi thì hình tròn là hình có di� n tích l� n 
nh
 t ’’. Ðây là l� i gi	 i c� a bài tính �/ ng chu , nhi� u dân t� c � ã bi� t t�  tr�� c 
công nguyên, nh� ng ph	 i �
 i �� n th�  k�  19 m� i có nhà toán h� c Jakob 
Steiner (1796-1863) �� a ra l� i gi	 i m� t  cách chính xác .T�  tr� c giác và th� c 
nghi� m t� i lý thuy� t là m� t  con ��� ng � i nhi� u trông gai và c( ng khá xa . 
Ch$ nh� ng ng�� i có b�   óc suy lu#n tinh vi, và luôn luôn tìm t� i chân lý 
tuy� t �� i m� i có th�  tr  thành toán gia ��
 c .   

          Trong tr�� ng h
 p c� a loài ong, sau hàng ngàn n� m xây t' , sau nhi� u 
l� n ch$nh b�, v� i kinh nghi� m truy� n l� i t�  �� i này sang �� i k�  ti� p , mu� n 
ti� t ki� m ��
 c t� i � a ch
 t sáp ��  xây t' , loài ong ��
 c h�� ng d0n b� ng 
ph�, ng sách là : ‘‘b)  ra ngoài m� t vào c� a t'  ong ,ch$ k�  nh� ng b� c t�� ng 
sáp bao quanh hình tr*  và ba mái hình thoi, thì l
 y b
 t k�  hai m� t ph/ ng nào 
chúng c( ng c� t nhau theo m� t góc 1200 ’’. H � a �-  ki� n trúc, hay ��� ng ch$ 
d0n này cho con ong th#t là d	 n d� . Ta tr  l� i Hình 2 nh�  là b	 n �-  ki� n trúc 
cho các con ong th
 . Tr�� c h� t loài ong d� ng lên nh� ng b� c t�� ng hình 
thang nh�  AarR �� t th/ ng trên hình l*c l� ng �� u arbpcq. Nh�  v#y góc gi� a 
nh� ng b� c t�� ng này �� u b� ng  1200 , là góc c� a hình l*c l� ng �� u. Gi�  ta 
xét t� i nh� ng chóp có ba m� t   nh� ng �$nh S , P, Q và R . Góc   m! i m� t 
�� u b� ng nhau vì chúng �� u b� ng  2 5 , là góc tù c� a hình thoi . Nh�  v#y 
chúng có th�  ch- ng khít lên nhau và nh� ng góc gi� a b
 t k�  hai m� t nào c( ng 
có cùng m� t ��  � o. 6�  � o này b� ng � úng 1200 vì l
 y �$nh R ch/ ng h� n thì 
th
 y ngay là n� u l
 y hai m� t là nh� ng hình thang, m� t bên c� a hình tr* , ta � ã 
bi� t góc gi� a hai m� t này là góc arb  = 1200 . C( ng nh�  v#y , ta l
 y nh� ng 
chóp có b� n m� t   nh� ng �$nh A , B và C . Góc   m! i m� t b� ng nhau vì 
chúng �� u b� ng góc nh� n c� a hình thoi . Nh�  v#y chúng có th�  ch- ng khít 
lên nhau và nh� ng góc gi� a b
 t k�  hai m� t nào c( ng có cùng m� t ��  � o. 6�  
� o này c( ng b� ng � úng 1200  vì  l
 y �$nh A ch/ ng h� n thì góc gi� a hai m� t 
bên ch� y qua c� nh Aa chính là góc  qar  = 1200 . Ta có th�  k� t lu#n r� ng m� t 
 khi � ã tìm ra ��
 c r� ng hình l*c l� ng �� u có nh� ng góc là 1200  là hình �� u 
có th�  x� p c� nh nhau không ��  khe h  mà l� i ch� a v� a khít tr� ng ong hình 
tròn v� i  m� t chu vi nh)  nh
 t , con ong xây � ng t'  và l
 p nh� ng mái nghiêng 
c� t sao cho góc gi� a nh� ng t�� ng và nh� ng mái bao gi�  c( ng là góc 120 0 . 
Ði� u này � ã ��
 c tìm ra sau nhi� u d�  d0m ��  tìm cách gi	 m thi� u ch
 t li � u 
xây t'  .  


