Con Ong Gi i Toan
GS Ngug Xuéan Vinh

Trong ing i, Oi khi cod nhng co nhngk nimgp g, hay
nh ng hinh nh ta nhin thy m t I n ma sau nay khé quén v& nh C
kh ¢ trong tam khm. Mts vicnh th & nvitbikhiln utién
C c baivit“Con Ong Gi i Todn” ¢ a giao s Hoang Xuan Han
ng trén bdo Khoa Ht s thang Ba, nm 1942. Bay latbao utiénvit
bngtingVitv nhngvn khoahc theo Ung y ngha c a hai ch
naydurngtr ¢ 6 acét bao ca béng Nguyn Cong Tiu th ng hay
trinh by nh ngtint c khoahc cotinhcachdk . D o ytbéiv ah c xong
ti uhc HiPhongvaangvao ¢ he tr ckhithivaotr ng Trung Hc
PD!'HuV HaNib cthigi rnh,tdi n gitp vic tinh nguyn cho
m t ng iquen ca gia inh, cO mt hi u 6ng sach rhthutt (ti ng Phap
g ila “Reliure d’Art”) g n nha. Ngoai vich cthém c¢mtth cong
ngh co6 ich Iitdi con cé dp ¢ c¢nhng sach, pm | n la do nhng
ki u dan Phap gu cé mang li, lo i sach qay  6ng bia cng, gay da, m
ch vang. Mt n téi ¢ chia vic khau ckcho t#p bao Khoa Hc, ra
nm utén,camtk"s Vi t Nam mang li. Baivi t c a giao s Hoang
Xuan Hanvihinhv&mt ngt ong mt &lamtéichayva cnhiul n.
Trong khi khdu my s u tién ca nguyt san tr c¢ khi 6ng bia cng, toi
c(ng ¢ c,trongs utién ra vao thang Giéngm 1942, bai vit c a
gidos Hanv ToanHc, ccoinh lamtkhoalntrong khoa hc. Bai
vi ttuyngnnhngdng act$ ng cho tdi bit r ng toan hc khéng phi
ch$la b n phép tinh on b n va nh ng bai toan tdith ng giim t cach
nhanh chéong nh ngl p Nhivalp Nhtb#ctiuhc c cac thy va
b n khenla hcsinhg)itodn. Cnbncatoan hcd avao ldnly suy
tinht 1ud ra iukhd,vanhng nhlytoan hcmtkhi & ctim
ra, va chng minh cn k& s ¢ coi la nhng chan ly, khéng @ phi
dung thi nghim ki mnghimlinh iv inh ng nh lu# c phat
bi u trong nhng mén khoa hc khac nh v# ly va hoa hc. Q(ng vi vy ma
toAn hc chinhlamtdngcatrithcva c coinh ladng Hoang a
cac mén khoa fc.



Baivittbi & cndoiv byong mtlanhngkintridcs gi)itoan
vi abitxayt theo hinh Ing t** sau goc va n nh ng ay | i theo ba hinh
thoi, sao chocothcha cmtkhil ng m# cho sn ma khong tn
phi v li u la sap ong. (hg nh nhi u khoa hc gia & nhin xét v thién
tinh toan hc trong s tr' béng ca nh ng hoa h ng d, ng, nh ng hinh
ng( giac trong nhng trai kh va nh ng sao bin, nh ng hinh tc | ng trén
nh ng qu d ava trén mai rtava nhg ng son c trén nhng V) so,
nhi u nha vt ly va cén trung, tovit h c achdy nhint ngxayt
c aloaiongva gi thichK cang i unayt wuth k 18. Theo nhng tai
li utbico ctrongth vinca ih c Michigan, téi vitl i bai nay va
t ngnh mtvitinbi am ng cho vic d#y va lam kho c u
toan hcbngtingn cnha, tdigi nguyén u nh bai vitc agido
s Hoang Xuan Han cachay sau m i n m khi tdi mich$la mt h c sinh
vV axongkcti uhc.

Bai Toan T Ong c a Réaumur

Cmtay quan satntt m# ong tathy co haimtg-m hailp
hinh I ng t* sGu cnh  un msatnhau. m!im tbén,|icho m# vao la
nh ng hinh fc 1 ng u. Nh ng &y giap nhau I khéng theo mt ph ng
(Hinh 1)

Hinh 1'. ©ng: mt vao va ay

Theo Hinh 2taghthylamtt hinhtf ndo ¢ng co mt ay lam
b ng ba hinh thoi lng nhau nh SARB, SBPC va SCQA cung c6 m$nh
chungla S. Nhv#y mlit't camtmtlicé ayd avao ba'tkhac ca
m t bén kia, mit' nay licoé chung mtm thinhthoivit' tr c¢.S kin
trdc cbitnaycanhngt ong n# &lam nhiu khoahcgia uth



k 18 chuytiva chbitlanhawtlyhcng iPhapladng Réaumur
(1683-1757) va toan gia ngi Anh la 6ng Mac-Laurin (1698-1746).

Hinh 2. Niti p cac ay.

Tr ¢ 6 acdé oéng Maraldi, la chAua nha thiEnwwh cniti ng
Cassini-ng i &adung kinh ai thién vn Paris nh ra nhng phan chia
vanh ca TH Tinh - 6ng chau nay thay vi ng sao trén trinh ng i chu
thong thai, lit m quan satcontrungmt t,vakhi okichth cmi

ngt ongthithyr ng hinhthoi &ycégoécln o ¢ 109 28, va goc
nh) hhn o c¢732°.V kichth cc hinhingtrthimicnhca
hinhkclng u o c2,711ly,chiusauca ngla1l,3ly. Nhng i u
nady ccbngb vao nm 1712 . Sau cung thi 8 ¢ a c nh dai ca hinh
thang m t bén la Aa chia cho ah ar ca hinhtcl ng ula Aa/ar = 25/6
. Nh ng kichth cnay khéongthay ivi ad vathiti tvilyt ong
mi N nao va mua naoo d ng c nh v#y. Bi u nay lam cho 6ng
Réaumur nghr ng loaiongd@ clinhcmh ng dnkhixayt viy
ni m dung li ki ntrdc nao cho t nsap ongva éngd ngh v i nha
toan hc ng i Th*y S la 6ng Koenig dung toan phap gi i bai toan sau

ay :

Lam m t cai mai cho mthinh | ngtr saucnh ub ng ba hinh
thoi b ng nhau sao cho gi nguyén cmtth tichchosnvaco c
di ntich bao quanh tithi u.

Bai todan cth h sau bittinh la“Bai Toan T Ong c a
Réaumur”. Nha toan It Koenig & dung phép tinh vi phan gi i bai toan
vatim ¢ rarng nhng goc ca hinh thoi phi 1a 109 26’ va 76 34’



(1739). Nh vy ch ng?) rngktqu ol ng c a Maralditht kha chinh
xac. Nhng it utuytdiuhnnalavao nm 1743 6ng Mac Laurin , la
m t nha todn hc ng i Anh, litimra ¢ r ng 6ng Koenig & tinh sai
m t chat va nhng goéc trong hinh thoiich th ¢ 1a 109 28’ va 780 32’ nh
Maraldi & o c. Bai toan't ong n# sau nay li ¢ nhi u toan gia
khac nghién cu b ng hinh hc  cbng nl#n va b tac thém nhng k't qu
noi trén va, trong nmg cbéng trinh nghién @ c bit, phik nnhng
bai vit ¢ a Lhuillier (1781), Lalanne (1840), Brougham (1858pa
Hennessy (1885-1886). DAm c a bai toAn cony nglicho ncuith

k 19miht.

Tinhch thinhh ccat ongm t

Vao th k 18, phép tinh vi phéan do nhg toan gia Newton (1642-
1727) va Leibniz (1646-1716)utiéntod ngra & c¢ hoan chh nén
bai toan t ong mit c6 th dung phép tinh nay tim 1l igi i mtcach d
dang. B dOn gii m t cach ph théng hn téi stdung ph, ng phap hinh
h ¢ vi nhiu hint ng thién nhién trong i s ng ¢ a chim mubng va coén
trung cho ta thy r ng v n vt hay da vao hinhth t o i u ki n thich

ng cho s sinhtn canoiging. Tatho itimcautr | i xem cé phi
ch ng laloai ong ft & dung ba mai hinh thoi ki ntot ongvis v#
li utithi ulasap ong.

M tvaoc at onqg:

Ta abitlamtvaocat ongla nhng hinhfclng uxpcnh
nhau . S d loai ong chn hinh th nay la vi mun x p nh ng hinh u ¢ nh
nhau trong mt ping ma khéng k&h , nh khi lat nh ng vién gch hoa,
thi ta cl$c6 th dung hinh tam giac u, hinh vudng va hinif¢ I ng u
nh trén Hinh 3 ma thoi. Trong ba hinh nayurtung c6 mt chu vi cho i
hinh, thi hinhic | ng u co dintich | nnht. Ch ng minh i unay ¢ng
d dangvicBcns hiubits khaiv hinh hcmathéi.



Hinh 3

Th nht, nu ta cho mt hinh nhiu cnh bt k nao trong mt
phng,vaginlas cnh,thita¢ngcothbt ut mt $nhbtk va
g chnhng ngchéo chia hinh nhiu ¢ nh ra lam (n-2) hinh tam giéc.

Hinh 4

Nh trén Hinh 4 cho tty la ta & chia mt hinh 7 cnh ra lam 5 hinh tam
giac. Mt khéc, ta ¢ng bitlat ng s nh ng géoc ca mt hinh tam giac
k nao bao gi ¢(ng bng 2 géc vudong. Nhv#y ta suy ra ¢ r ng cho
m thinhnhiucnhbtk nao,nunlas cnhthitngs nh nggoccng

| i bao gi ¢(ng la 2(n-2) goc vudng . Trong tmg h p m t hinh nhiu
cnh u,nunlas cnh,va¢nglas gobc, thi sau khi chia ra ta thm! i
goc o cbng 2(n-2)/n géc vudng . Nay mai x p nh ng hinh u nay
c nh nhau nh x p g ch hoa trén Hinh 3 ma khéng cé&h thi cung
chung mt $nh, nhng goc cng Ii phi b ng 4 géc vuong. A k la s
nh ng g ch cung chung nt $nh thi ta phi cé

2k(n-2)/\n = 4



Lamdnd vavitb ng cach khac thi ta co
k =2 4/ (n-2)

N ulynlas nguyén va cho k(og la s nguyén thi ta ¢chcd nhng gi i
ap sau ay la thich hp

n =3, k=6 lahitclng u
n =4, k=4 lahivubng
n =6, k=3 lahitam giac u.

Gi nugialacnhcamihinh undéitrénva gv i k=3,4,6 la nhng
di ntich thi ta co

3sS= & 13/4  (Hinhtam gi4c u)
.S= & (Hinh vudng)
§S= 3413/2 (Hinhtclng u)

Gi nuc bahinh ucé chung mtchuvigilacthitacda=c/3cho
hinh tam gidc u, a = c¢/4 cho hinh vubng va a = ¢/6 cho htwthling u.
Nh v#y, tinh theo chu vi thi ta8co

§$ = ¢13/36 , 9% =c’/16 ,$ = ¢13/24.
L oyt sthita ¢S =15% va g =(2/13)S = 11547 3.
Cung ¢6 mt chu vi thi din tich hinhtclng ulngpr idintich
hinh tam giac u va ¢ng | n h,n di n tich hinh vuéng. Ta c6 thHam
ng clibaitinh thyrngnugi c ,vik=3,4,6,lachuvithitinh
theo din tich S la din tich chung, ta&co

¢ =1213 S, g =16S , £ =813 S

Lyt sthita c¢cg=1(2/3)g = 0,8l65¢va ¢ = 0,9306 ¢
Cung c6 mt di n tich thi chu vica hinh¥clng ucoétrs nh nhtva

t t nhién khi kint onh ng nglngtr v icéactitdi nnay thi hinh Ing
tr* coOsaucnh tnwvtli unht.



Sau cung td g nén yrngt ong khéong phich$ ch a n#t
mathéimaliconlaniong ttr ngna. TheonhHinh5,lyti tdin
tr ng la hinh tron c6 ban kinh la r vat v a khit vao nhng hinh tam giac

u, hinh vuéng va hink¢ | ng u thi ta c6 nhng cong thc  tinh chu
vi ¢ a ba hinh nay

G =613r=10,392r ,,c=8r , ¢ =413 r = 6,928r

Hinh 5

Gi abahinh ucéth dung xayt thinu chovaltmt ngtron
c6 ban kinh la r , thi hinkid | ng cé chu vi nh nh t.

Sau khi cung vong n#t | a chn xong hinhic | ng u cho tit
di n ng n#, ta tioxét xem mai che plnki n tric ra sao cho din tich
bao quanh phcé di ntichnh nht.

Mai hinh thoic at ong

By ong m# & khdn ngoan dung haig t c6 chung mt ay va nh
vily tnmtl p &. Mtkhéc, aylikhbng la mt hinh Fclng u
b ng ping ma li c thay bng ba hinh thoi ng nhau cung cé chung
m t $nh S trbng nh mai nghiéng ca hinh Ing t* sau cnh  u biudin
trén Hinh 6 .
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Hinh 6

b bt u,tathidrng con ong cha xady nhng mai hinh thoi
SARB , SBPC va SCQA nimg dung hinh*c | ng u AR'BP'CQ’chy
qua nhng i mA, BvaC Ilam mai pting nh trén hinh &. Gi O la
tam c a hinh ¥c | ng nay. Trén trc ¢ a hinh t¥, ch y qua O, con ong cim
mt imS lam $nh mai va kin trdic mt png SAB ct c nh R’rc a
hinht¥ti i mR. Vitinhcht ix ngcahinhingtr u, SARB £la
m t trong ba mai hinh thoi, phéan gh u chung quanh*c ¢ a hinh t¥, va
ta ctbc n phéan tach nt trong ba mt la i nktlu#h. Gixlachiu
cao OS camai. Chiucaonaygngbng onRR’.Ta t2elacnhca
hinh Fc I ng u c a chic mai pling va nin ra rng nh ng tam giac
OAR’ va OR’B la nh ng hinh tam giac u vi chang la 1/6 @ hinh ¥c | ng

u . Hai tam giac OAB va R'BA la hai tam giac cam@ nhau . Hai
ng chéo goc @ mai hinh thoi SARB , va hau ng chéo géc @ hinh
thoi OAR’B, la hinh chiuthngcachicmainay, uchyquai mlla
tam i m chung ca chang. Khi con ong ehg I€n chic mai thi n6 lam ing
th tich cat ong bng hinh thap$nh la S va ay la tam gidc OAB. Ning
cung mtldc th tich ligi m ib ng hinh thap$nh la R va &y la tam giac
R'BA . Hai th tichtngva mlanhngth ticht, ng , ng vico chiu
cao bng nhau va ay b ng nhau. Vi ¥y d ng mai ki u nay khéng thay i
th tich va ta ctiic n tim hi u xem, vi mai ki u hinh thoi, cht li u sap lam
maigim it i alabao nhiéu.



Tagi 2yla ng chéo SR @ mai hinh thoi. ¥y Sl =y. M t khac
vi OR'B la tam giac u cnh la 2e cho nén Ol = e . Dungnh ly
Pythagoras ap*ahg cho tam giac SOI , vubng goc® tavit u c

(1) y = X + €

Khi d ng michi ¢ méi hinh thoi con ong)b i 1/3 mai pling hinhfc | ng
u, 14 hinh thoi OAR'B , vidi ntichla 2 &1 3 vadin tich ca hai hinh

tam giac vuong R-AR va RBR v di ntichtng cngla 2 e x va thay th

b ng dintich caméi. Vicnh AB = 2 el3, nén din tich ca mai nay

la 2eyl3.TOmlin u it mai phng thanh mai chéo ma ditich gim
i,thihius sau aylamts d, ng

(2) H=2%13 + 2ex - 2e¥3

Trong ph, ng trinh nay , cmh 2 e la cnh cho sn, trong khi é nh ng s
x va y lanhng2ns . N udung ph ngtrinh (1) kh%2ns ychng
h n thi ta co

(3) H= 2%13 + 2ex - 283(& + X)

Hius Hnay ccoinh lahamscabins cnhtlax. Trong gii
tichhcng itabitr nghamsquamtc c i, nghaladintich mai &
gi m inhiunht, khi o hamcaham stri tti€u.Lam phép tinh thi ta
s&co

2e31 - 13x/1(€e +¥)4 = 0

Nh th nghala

2

x> + é = 3x
Giicho2ns x vasauo6dungph ngtrinh (1) tinhythita c
(4) X = el2 ,y = d(3/2)

Tr |i kichth cc amaihinhthoi, thinaytalti ¢ ngchéo SR =
2y =el 6, trong khi 6 ng chéo AB = 2d3 =el12 va nh th thi
daihn.Goc $nhSvi 0 25 la goc tu . Mun tinh géc nay ta tinh
t s AI/IS,gila dccagoc5. Trong phépl ng giac, d c nay
con cgilatangcagoch va tavitla



(5) tan5 = AI/IS =el 3/el(3/2)= 12

Khi abittr s ca tan5 thi dung bng | ng giac, hay thi nay dung
m t may tinh cm tay dn d c(ng cho bit ngay ¢ géc5la 5 = 54
73561... = 54 44’ 8"va nh th goc tu ca hinh thoi A ASB = % = 109
28 16”. Nh ng gbc nhn A va B la nhng goéc bu ca géc tu nay va

ubng SAR =SBR = 7031'44”. Nh trén dvit,nh ngtr s nayla
nh ngtrs éngMaraldid o cgn Ungvaonm1712 .

Biu q ng nén nkn xét la nhng mtbén cu mi ngt ong, nay la
nh ng hinh thang thay vi lIa nhg hinh ch nh#t nh tr ¢ khi con ong lam
mai nghiéng hinh thoi . Xét hinh thang AarR thi gdcn A co6 tang la
tan aAR =tan ARR’ = AR'/RR’ = 2e/x =2 2 . Tinh ra thi trs ¢ a géc
nay €ng b ng géc nhn c a hinh thoi . Nh v#y géc  $nh R ca hinh
thang ¢ng b ng goc tu ca hinh thoi .

Mu n ch ng minh tht chinh xac rng hius H trénqua mttr s

c ¢ ithitacn phitheo ddis bi nthiénca Htheovibins x, lac

mi utngrisaukhi ohamtrittiéuligi mthimith cs k tlu#n
C.

Mun xem conongédgimthiu ¢ bao nhiéuchli ukhixayt,
tatr | iph, ngtrinh(2),vinh ngktqu choxvay atimthy, thi tim
ra crngt s dintich mai hinh thoi chia chorig s nh ng di n tich
ma chic mai nay thay thcétr s b ng 3/(L 6 + 1) = 0,869694 . Nhth
nghid la cht sap xay maigim i c13%.

Phép qgi i khbng dung o ham

Ligii trénkhitimtrs cc icu hams Hchobiph, ng
trinh (3) a dung n o ham trong phép tinh vi phan. Bfng la ph, ng
phap dung trong bai vi c a gido s Hoang Xuan Han. Tuy ngay nayt
sinh trunghc & ¢ d#y phép tinh nay nh ng nm cu i, nh ng ta ¢ng
coéth timligiitheolitinhtrctipnh sau.Tr chtvitliph, ng
trinh (2) nh la

(6) H=2%13 - 2e(y13- x)

Nay mun cho hius Hcanhngdintichti | nthil ngtrong nhng
d ungocphith#nh) . Viviytatimtrs nh) nhtc a



(7) u = ¥3 -X
Lay binh ph, ngcal ngnayvadung hth ¢ (1) lamdnd thicé
b= 3y + x?- 2xyl3
= §+2(¢ + €)+ x?- 2xyl3
= 2%+ 3¥ + Yy -2xy13
Vi tg nlithi o
(8) b= 2€& + (y- 13 XY

Vi2€é€lamt hngs nénmuncho d cotr s nh nhttaphich ncéac
2n s x vay trong ph ng trinh (8) sao cho tis trong du ngoc la s
khéng . Nh th nghalataphicé y=13 x. Cungvih th c(1)ta co
| igii ap(4) trén.

Cononglatoanqgiahaylamtk s ?

Trong nhng nm d#y h ¢ téi th ng phivi tth gi ithi ucho cac
c usinhvién khih itimvi clam.Thonh ngvnth nay ¢nglamt

cong trinh vi phic gng aranhngkhiacnh csccang iminh
gi ithi uva tuy rng, theo li yéu cu c a nh ng ¢ quan tuyn | a, phi
néic nhngyu i mcang i ixinvi cnhngdngnén vitsao cho co
| icho hctro caminh. Vicon ong, tbi €ng co6 nkn xétt, ngt trénc
hai khia cnh . Vitinhcncu, nl@nnivabith pqun c aloai ong, ta
phicongn#nrng 6lanhng ctinh ahglamg ngchoming i.
Cononglilamt thigi)i,kintrdct ongrtla u n va nhanh
chéng, i khéng phi phm v# |i u, co th coinh lamt k' s tai gji .
Nh ng khong phi vi vy ma ta cho mg con ong la nt toan gia siéu vi
atinh cranhngtrs gécti ucama hinhthoi nh trén ay.
N6i m t cach khac, phco mts khéo léo tuyt v i va bén nlidy con ong
micoth tora cmt goc hinh thoio ang 108 28’ 16” d ng
thanh méi . Taco thtinr ngndé athchin ckintrdcti unaybng
mt cachnao6dnd h,n.Munchng?® iunaytacdéthlammt thi
nghim b ng chch acho mtemhcsinhmt siday & cnihai



uliv inhau, vaboem trén mt ban va xp s i day thanh mt hinh
sao cho béntrongcha c¢cmt dintichti a.C th h nlatacéth

a cho em hc sinh mt bat ht #u va bo em tim céach cha trong vong
daymt s htti a.biugnnh céth tién odn claemhc sinh &
tim craligiilaphixp siday thanh hinh tron vi “trong t c
nh ng hinh plhng cé cung mt chu vi thi hinh tron la hinh c6 ditich | n
nht”. Daylal igiic abaitinh/ ngchu, nhiudantc abitt tr c
cbng nguyén, nmg phi i nth k 19 mi cé nha toan hc Jakob
Steiner (1796-1863) araligi im t cach chinh xac .Ttr c giac va thc
nghimtilythuytlamt con ng inhiutréng gai va ng kha xa .
Ch$nh ng ng ico b 6&c suy ldgn tinh vi, va ludon ludn tim i chan ly
tuyt imicoth tr thanhtoangia c.

Trong tr ng h p ¢ a lodi ong, sau hang ngannmxay t , sau nhiu
| ncHhh b, v ikinh nghim truynlit inay sang ik tip,mun
tit ki m cti achtsjp xayt,loaiong ch ng dn bng
ph, ng sach la: “h ra ngoaimtvao cat ong ,cl$k nh ngbct ng
sap bao quanh hinkrtva ba mai hinh thoi, thiy b t k hai mt ph/ ng nao
ching ¢ng ¢t nhau theo mt géc 126”. H a - ki ntrac, hay ng ci$
don nay cho conong#hladnd . Tatr | iHinh2nh labn - ki ntrac
cho cac con ong th Tr ¢ htloai ong dng Ién nhng b ct ng hinh
thang nh AarR t th/ng trén hinh*c | ng u arbpcqg. Nh v#y gbc gi a
nhngbct ngnady ubng 120,l1a géccahinhtclng u.Gi ta
xéttinh ngchopcobam nhng $nhS,P,QvaR.Gécmimt

u b ng nhau vi ching u bng 25, la goc tu ca hinh thoi . Nh v#y
chung c6 th ch- ng khit Ién nhau va nimg géc giabtk hai mtnao ¢ng
c6 cung mt 0.6 onaybng ung 126 vily $nh R cting hn thi
th y ngay la nu | y hai mt la nh ng hinh thang, m bén ca hinh t¥, ta a
bi t g6c gi a hai mt nay la géc arb = 120 Q(ng nh v#y , ta |y nh ng
chép co bn mt nhng $nh A, BvaC.Goc mimtbng nhau vi
ching u b ng goc nhn ¢ a hinh thoi . Nh v#y ching cé th ch-ng khit
lén nhau va nng géc gia btk hai mt nao ¢ng c6 cung mt 0.6

o nay ¢ng bng ang 128 vi |1y $nh A ching h n thi géc gia hai mt
bén chy qua cnh Aa chinh la géc gar = 120Tacoth k tlu#n r ngmt
khi &timra crnghinhtclng ucénhnggocla12®iahinh u
c6 th x p c nh nhau khdng khe h malich a v a khit tr ng ong hinh
tronvi m tchuvinh) nht,conongxayngt val p nh ng mai nghiéng
c t sao cho gbc ga nhngt ng va nhng mai bao gi o(ng 1a géc 126 .
Diunay & ctimrasaunhud dom timcach gimthiuchtli u
xay t .



